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Resumen.
Los sistemas de Liénard han sido usados para estudiar diversos fendmenos mecénicos de segundo orden, Con esto se
propone el disefio de un observador para la estimacion de variables. Para ejemplificar la aplicacion de este método,
se estudia el caso del péndulo simple que representa el ejemplo mas tipico de los sistemas no lineales.
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Abstract.

The systems of Liénard have been used to study various mechanical phenomena of the second order. With them, the
design of an observer for the estimation of variables is proposed. To exemplify the application of this method, the case
of the simple pendulum representing the most typical example of non-linear systems is repeated.

Keywords: Liénard, system non-linear, control system.

1. Introduccién.

Los sistemas no lineales se representan mediante ecuaciones matematicas con un comportamiento muy complejo e
impredecible. Con la aparicion de los sistemas de computo, estos se han convertido en un punto de interés de los
cientificos para tratar de predecir y controlar estos fendmenos, lo cuales pueden ser fisicos, econdmicos y biologicos.
Asi, muchos de ellos han podido ser estudiados de forma sistematica, aunque falta mucho por estudiar.
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La estimacion de parametros esté ligada con una condicion de excitacion acorde al identificador y son muy dificil de
cumplir cuando se pretende aplicar a sistemas no lineales.

Las ecuaciones de Liénard han sido estudiadas para mostrar la aplicabilidad del modelo propuesto en la observacion
de estado y la estimacion de parametros para algunas simulaciones y pruebas experimentales.

Un conjunto de osciladores no lineales que pueden ser utilizados en aplicaciones muy diversas, particularmente en la
deteccion de fallas, son denominadas Sistemas de Liénard de segundo orden y han muy sido estudiadas por diversos
autores: [Sastry y Bodson, 1989], [Besangon et al., 1996] y [Besangon et al., 2010].

En el presente trabajo es considerado un sistema de segundo orden denominados sistemas Liénard, [Liénard, 1928].
En particular incluye un conjunto de osciladores no lineales que son de interés para diversas aplicaciones y generaliza

el caso de Van der Pol [Besangon et al., 2010].

Un observador de Kalman puede proporcionar una estimacion de estado apropiado espacio-tiempo. Para ello se debe
proponerse una formulacion de excitacion [Hammouri y Morales, 1990].

2. Sistema de Liénard.

Una de las ecuaciones diferenciales que muestran el comportamiento de los sistemas mecénicos de segundo orden es
el llamado sistema Liénard [Liénard, 1928], la cual se muestra a continuacion:;

¥(t) + Fo(x(£))0x(t) + Go(x(£))8 = 0, (2.1)
donde x es la variable, 6 es un conjunto de parametros, Fy G son funciones suaves de x.

Con la ecuacion anterior se puede incluir varios osciladores los mas conocidos son el péndulo simple y el oscilador de
Van der Pol, en la siguiente expresidn se presenta un sistema Lienard:

#(6) + Fo(x(0)05(0) + Go(x())0 = By(x(6))8 u(t) (2.2)
donde u(t) es el término forzado y B es una funcién suave de x.

Para estimar los parametros & a partir de la Gnica medicion de x se utiliza el criterio de los osciladores Van der Pol con
el proposito de extender este resultado a cualquier sistema de la forma de la ecuacion (2.1).

Para resolver esta ecuacion suponga que x(t), x(0) y u(t) para t > 0 son tales que:

t+T

Bl = [, T(z,x(0),x(0),u)I" (z,x(0),x(0), u)dr = al (2.3)
Para algunos T > 0, ¢, B > 0 y cualquier t > t, parat, > 0.
Entonces los pardmetros de & pueden ser estimados asintéticamente.

Finalmente se puede disefiar un observador para la estimacion de z y 8 [Zhang, 2002].

2(t) = A2(t) + ®(y,u)d + (K + ATATCT)(y — C%) (2.4)
A=(A-KOA+ ®(y—u)
8 =TACT(y - CZ)

para cualquier K tales que A-KC sea estable.
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Como observador de Kalman para el sistema extendido:

A

d (&)= (4 Dy - u)) (%) —K(Cz-y)

dt\@ 0 0 6

o

" (g) =: (A,(y —w) — KC)zZ, (2.5)
K =S"1cT

S=-2S - ALy, w)S — SA.(y,u) + CIC,

3. Aplicacion del sistema de Liénard.

Para demostrar la aplicacidn de los sistemas de Liénard en los sistemas no lineales, se considera el problema clasico
del péndulo que ha sido estudiado en diversos libros de textos [Guckenheimer y Holmes, 2002]:

¥+ ayx + ag sin(x) = bu(t) (3.1)
donde ag, a1, b son pardmetros positivos constantes que dependen de las caracteristicas del péndulo.

En la ecuacidn (3.1), a; esta relacionado con el coeficiente de friccion que segln las leyes de la fisica es bastante dificil
de estimar, pero en este problema es conocido al igual que ap y b.

Fig. 1. Ejemplo tipico del péndulo.

En ese caso, una sefial de entrada sinusoidal puede proporcionar suficiente excitacion [Sastry y Bodson (1989)], es
decir, para esa sefial se cumple la condicion (2.3). El punto aqui es que esta condicién también puede ser valida para
el modelo no lineal (3.1) con una excitacidn sinusoidal de la forma:

u(t) = —ky(t) + Gysin(wt) (3.2)

para cualquier k, @ > 0, y Go > 0 lo suficientemente grande para asegurar que la condicién (2.3) sea valida para el
sistema (3.1) para cualquier condicién inicial x(0), x(0).

Sustituyendo la ecuacion (3.2) en la ecuacion (3.1):
X = A X + Dsin(x) + BGsin(wt)
conX = (i) , Ac claramente estable y D, B derivadas facilmente de (6).

El problema es para demostrar que la solucién de este sistema es tal que debe satisfacer la condicién (2.3):
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(sin(t, x(0),x(0), u)) x(t,x(0),x(0),u)

El modelo lineal (con D=0) admite una solucién periédica de la forma x(t) = G Gosin (@t + ¢), donde G, ¢ es la
ganancia y el cambio de fase del sistema en frecuencia o.

. e . -z
Conjunto e := x — x;,donde E = (é) satisface la ecuacion:

E = A.E + Dsin(x)
Reduciendo los argumentos de x a t para simplificar la notacién:

x1(t) —p<x(t) <x.(t) +p (3.3
() —p<x() <x,(&)+p (3.4)

Se observa que los limites superiores para (2.3) estan satisfechos.

Para sin(x (t)) ahora, observe que de la desigualdad (3.3), x(t) varia al menos entre -G, + py —G, — p, con un
patron repetitivo en intervalos de tiempo que no puede ser inferior a algunos T deducido del periodo de x1.

A partir de esto, y para t lo suficientemente grande:

ftHTJ'C (D)sin?(x(1))dr = f;((tgw) sin?(z)dz > fix_fp sin?(z)dz

con el limite inferior tomando claramente un valor ¢« > 0.

Por otro lado, |x(t)| admite claramente algn limite superior X, y finalmente:
t+T . a
J, 7 sin?(x(0)dr = g0

la cual es condicion de (2.3).
Sobre esta base, un observador para la estimacidn simultanea de estado y parametro puede disefiarse siempre que el
sistema (3.1) esté excitado por una entrada del formulario (3.2).
4. Resultados.
Se considera un observador de forma la forma (2.4):
a, = 19.6;a, = 02;b = 8,k =1,G,= 10,0 = 1

La Figura 2 ilustra el comportamiento de la sefial de excitacion y su efecto en el comportamiento de salida, mientras
que las Figuras 3 y 4 muestran como los parametros ap, a; son bien estimados.
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Figura 2. Comportamiento de la sefial de excitacion.

En la Figura 3 se muestra el comportamiento del parametro a; con respecto al tiempo. Le estimacidn de este parametro
es 0.2 y seguin se observa en la simulacién converge con su estimacion en 36 segundos.
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Figura 3. Comportamiento de a, respecto a su estimacion.

En la Figura 4 se muestra el comportamiento del pardmetro ag con respecto al tiempo. Le estimacidn de este parametro
es 19.6 y seglin se observa en la simulacién converge con su estimacion en 55 segundos.
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Figura 4. Comportamiento de a, respecto a su estimacion.

Conclusiones.

Los sistemas de Liénard proporcionan una herramienta muy util en la estimacion de parametros en sistemas mecanicos
de segundo orden a partir de sistemas no lineales. Para ello, debe disefiarse un observador de Kalman.

Aplicado al ejemplo del péndulo se observa que satisface las condiciones aplicando una excitacion correcta.

Actualmente, algunos investigadores estan estudiando las ecuaciones de Liénard para diversos casos, uno de ellos es
la deteccion de fugas en tuberias que se ha convertido en un problema mundial.
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